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UkÃlady symboliczne.
Niech Λ = {1, 2, . . . , l}. UkÃladem symbolicznym nad alfabetem Λ nazywamy ukÃlad
(Y, ν, S), gdzie Y = ΛN0 (przypadek nieodwracalny) lub Y = ΛZ (przypadek
odwracalny), transformacja S : Y → Y to ,,szyft” zadany wzorem

(S(y))n = yn+1,

gdzie y = (yn) ∈ Y , oraz gdzie ν jest dowolna̧ miara̧ probabilistyczna̧ S-niezmiennicza̧
(jest wiele takich miar, na przykÃlad {p1, . . . , pl}N0 (lub Z), gdzie {p1, . . . , pl} jest wek-
torem probabilistycznym, a także wiele innych miar, które poznamy później).

Procesy generowane przez rozbicia skończone.
Niech (X,µ, T ) bȩdzie ukÃladem z miara̧ probabilistyczna̧ i T : X → X zachowuja̧cym
miarȩ. Niech P = {A1, A2, . . . , Al} bȩdzie mierzalnym rozbiciem skończonym (par-
tycja̧) (tzn. zbiory Ai sa̧ rozÃla̧czne i ich suma ma miarȩ 1). Z rozbiciem tym zwia̧zać
można pewien faktor symboliczny (zwany też procesem generowanym przez P) w
nastȩpuja̧cy sposób: Y = ΛN0 , gdzie Λ = {1, 2, . . . , l} (numery zbiorów rozbicia P)
(jeśli T jest odwracalne, to można też rozważać ΛZ), transformacja S : Y → Y to
,,szyft” i wreszcie odwzorowanie faktoruja̧ce π : X → Y zdefiniowane tak:

π(x) = y = (yn), gdzie yn = i ⇐⇒ Tn(x) ∈ Ai.

(Taka sama definicja dziaÃla dla T odwracalnego i n ∈ Z). Innymi sÃlowy, punktowi
x przypisujemy jego ,,historiȩ wȩdrówki” po zbiorach Ai w postaci cia̧gu numerów
tych zbiorów. Wreszcie na ukÃlad (topologiczny) (Y, S) przenosimy miarȩ µ odw-
zorowaniem π, ν = π(µ) (czyli ν(B) = µ(π−1(B)), B jest zbiorem mierzalnym w
Y , czyli należy do sigma-ciaÃla produktowego). Teraz sprawdza siȩ elementarnie,
że ν jest S-niezmiennicza, i że ukÃlad (Y, ν, S) jest faktorem ukÃladu (X, µ, T ) przez
odwzorowanie π (które jest ekwiwariantne).

PrzykÃlad 1 (dobrze nam znany). (X, µ, T ) = (T, λ, ·2) (czyli zespolony okra̧g jednos-

tkowy z transformacja̧ “podnoszenie do kwadratu”), P = {(− _
1, 1], [−1, 1

^
)} (czyli

górny i dolny póÃlokra̧g). Wtedy Y = {0, 1}N0 i ν = {1
2 , 1

2}N0 . W tym przykÃladzie
odzwzorowanie faktoruja̧ce π przyporza̧dkowuje lczbie e2πit rozwiniȩcie dwójkowe
liczby t (nie jest to jednoznaczne tylko w punktach, które sa̧ pierwiastkami z
jedności). Jest to odwzorowanie odwracalne prawie wszȩdzie, czyli ukÃlady (X, µ, T )
i (Y, ν, S) sa̧ izomorficzne poprzez odwzorowanie π (oczywíscie nie zawsze tak musi
być).
Definicja. Powiemy, że P jest generatorem dla (X, µ, T ) jeśli generowany proces
jest izomorficzny z caÃlym ukÃladem (X, µ, T ) poprzez odwzorowanie π. Warunkiem
równoważnym jest σ(

⋃
n P−n) = B (gdzie B jest sigma-ciaÃlem w X, równość jest

modulo µ, a n przebiega N0 lub Z, w zależności od tego jakie dziaÃlanie rozważamy.)



PrzykÃlad 2. Weźmy ukÃlad symboliczny (X, µ, T ) = (ΛN0 , µ, S), gdzie µ jest miara̧
niezmiennicza̧ na ,,szyft” S. Niech P = {A1, . . . , Al} bȩdzie rozbiciem ,,na zerowej
wspóÃlrzȩdnej: Ai = [i] = {x = (xn) : x0 = i}. Wtedy proces indukowany przez P
jest tożsamy z ukÃladem (X, µ, T ). P jest oczywíscie generatorem.

Uwagi.
1) Nie wystarczy aby proces generowany byÃl izomorficzny z (X,µ, T ) (poprzez jakieś
inne odwzorowanie). PrzykÃlad: dowolny jednostronny ukÃlad symboliczny i rozbicie
na pierwszej (a nie zerowej!) wspóÃlrzȩdnej. UkÃlad ten jest izomorficzny z caÃlościa̧
(izomorfizmem jest odwzorowanie identycznościowe na cia̧gach), ale izomorfizmem
nie jest naturalne odwzorowanie faktoruja̧ce, którym w tym wypadku jest shift S.
2) UkÃlad odwracalny może mieć zarówno generator obustronny (tzn. takie rozbicie
P, że σ(

⋃
n∈Z P−n) = B), jak i jednostronny (tzn. takie rozbicie P, że σ(

⋃
n∈N0

P−n) =
B). Posiadanie generatora jednostronngo przez odwzorowanie odwracalne ma bardzo
silne konsekwencje (a dwustronnego – dużo sÃlabsze). Bȩdzie o tym mowa przy okazji
omawiania entropii.

PrzykÃlad 3. (X,µ, T ) = ([0, 1)Z, λZ, S) (tutaj S = SI oznacza ”szyft” na przestrzeni
cia̧gów o wartościach w [0, 1)), P = {C1, C2, . . . , Cl}, Ci = {x = (xn) : x0 ∈
[ i−1

l , i
l )}. Teraz faktorem generowanym jest ({1, 2, . . . , l}Z, {1

l ,
1
l , . . . ,

1
l }Z, S) (tu z

kolei S = Sl oznacza ”szyft” na przetrzeni cia̧gów o wartościach w {1, 2, . . . , l} –
od tej pory wszelkie ,,szyfty” bȩdziemy oznaczać po prostu litera̧ S). Tym razem
oczywíscie P nie jest generatorem: nie rozróżniane sa̧ cia̧gi, które zawsze przechodza̧
przez te same ,,sektory”.

Procesy Markowa.
Wprowadzimy teraz pewna̧ ważna̧ klasȩ miar niezmienniczych w ukÃladach symbo-
licznych. Sa̧ to miary Markowskie.
Niech Λ = {1, 2, . . . , l}. Niech M bȩdzie macierza̧ stochastyczna̧ l × l (to znaczy,
każdy wiersz jest wektorem probabilistycznym). Wtedy:

Twierdzenie. Macierz M ta ma co najmniej jeden probabilistyczny lewostronny
wektor niezmienniczy p = (p1, . . . , pl) (tzn. taki, że pM = p). Jeśli macierz ta ma
tȩ wÃlasność, że pewna potȩga Mk ma w przynajmniej jednej kolumnie wszystkie
wspóÃlczynniki niezerowe, to wektor probabilistyczny niezmienniczy jest jedyny i
dowolny wiersz macierzy Mn zmierza (po n) do tego wektora.

Dowód: Wektory probabilistyczne l-wymiarowe tworza̧ zbiór zwarty wypukÃly ∆.
Mnożenie przez M (wektor z lewej, macierz z prawej) jest transformacja̧ afiniczna̧
i cia̧gÃla̧ ∆ w siebie. Wiemy już, że takie odwzorowanie ma ZAWSZE co najmniej
jeden punkt staÃly (korzystalísmy z tego dowodza̧c istnienia miar niezmienniczych
w ukÃladach topologicznych). Teraz zaÃlóżmy istnienie ścísle dodatniej kolumny dla
pewnej potȩgi Mk. Niech p = (p1, . . . , pl) i q = (q1, . . . , ql) bȩda̧ dwoma różnymi
wektorami probabilistycznymi. Wtedy p− q jest wektorem o sumie zerowej. Niech
‖x‖ oznacza sumȩ moduÃlów wspóÃlrzȩdnych wektora x ∈ Rl. Policzmy
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Równość zachodzi wtedy i tylko wtedy gdy dla każdego j zachodzi równość
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Ale taka równość zachodzi tylko wtedy, gdy albo Mk
i,j = 0 dla wszystkich i, dla

których xi jest ujemne albo to samo dla wszystkich i dla których xi jest dodatnie.
Jeśli x jest wektorem niezerowym o sumie zero, istnieje przynajmniej jedno i dla
którego xi < 0 i przynajmniej jedno i takie, dla którego xi > 0. Z zaÃlożenia, istnieje
j (numer kolumny) takie, że Mk

i,j 6= 0 dla wszystkich i, zatem w (*) wysta̧pi ostra
nierówność. Powyższe rozumowanie pokazuje, że Mk zbliża do zera (w powyższej
normie) wszystkie wektory o sumie zerowej. ÃLatwo widać, że wspóÃlczynnik zm-
niejszania c(x) = ‖xMk‖

‖x‖ nie zależy od unormowania wektora, poza tym jest on
funkcja̧ cia̧gÃla̧ na sferze jednostkowej. Sfera ta jest zwarta, zatem funkcja c(x) (os-
tro mniejsza od 1) osia̧ga swoje supremum c, które musi zatem być też mniejsze
od 1. Czyli każdy niezerowy wektor o sumie zerowej zmniejsza normȩ co najm-
niej o wspóÃlczynnik c. Wynika z tego, że mnożenie przez M jest odwzorowaniem
zbliżaja̧cym na wektorach probabilistycznych (bo, przypomnijmy, p − q jest wek-
torem o sumie zerowej). Z tw. Banacha, ma ono jedyny punkt staÃly p0. Zauważmy,
że wektor niezmienniczy dla M jest też niezmienniczy dla Mk. Poniewż istnieje co
najmniej jeden wektor M -niezmineniczy, musi to być p0 i jest on jedyny. Wiemy
też z Tw. Banacha, że p0 jest granica̧ dowolnego cia̧gu pMkn. W szczególności za
p można wzia̧ć dowolny wektor postaci pM i i wtedy otrzymamy, że do p0 zbiega
pM i+kn. Podstawiaja̧c kolejno i = 1, . . . , k−1 wnioskujemy, że do p0 da̧ży caÃly cia̧g
pMn. Biora̧c teraz za p j-ty wektor bazy standardowej (j = 1, 2, . . . , l) otrzymamy
zbieżność do p0 j-tego wiersza macierzy Mn. ¤
Uwaga: Szczególnym przypadkiem macierzy speÃlniaja̧cej zaÃlożenie o ścísle dodatniej
kolumne jest macierz nieprzywiedlna, tzn. taka, że Mk jest dla pewnego k ścísle
dodatnia. W takim wypadku p0 jest wektorem ścísle dodatnim.

Definicja. Miara̧ markowska̧ na {1, . . . , l}N0 nazywamy miarȩ przyjmuja̧ca̧ na
cylindrach [x1, . . . , xn] = {x = x1, . . . , xn, . . . } wartości wg. wzoru

µ([x1, . . . , xn]) = (p0)x1Mx1,x2Mx2,x3 · · ·Mxn−1,xn ,

gdzie M jest macierza̧ stochastyczna̧ o wymiarach l × l, a p0 wektorem proba-
bilistycznym lewostronnie niezmienniczym dla M . Takim samym wzorem zadaje siȩ
miarȩ na {1, . . . , l}Z, z ta̧ różnica̧, że miarȩ zadaje siȩ na cylindrach symetrycznych
[x−n, . . . , x0, . . . , xn] i we wzorze wysta̧pi (p0)x−n (a potem iloczyn odpowiednich
wspóÃlczynników macierzy).

Twierdzenie. Miara µ jest poprawnie określona i niezmiennicza na ,,szyft”.
Zadanie 1. Dowód przeprowadzić samodzielnie.

Interpretacja: Proces taki ilustruje spacer losowy po grafie o l wierzchoÃlkach ozna-
czonych cyframi 1, 2, ..., l. W chwili zerowej zaczynamy z wierzchoÃlka wybranego
losowo zgodnie z rozkÃladem p0. Nastȩpnie w kolejnych chwilach z wierzchoÃlka
j, w którym siȩ w danech chwili znajdujemy, wȩdrujemy do wierzchoÃlka zgod-
nie z rozkÃladem zadanym przez j-ty wiersz macierzy M (czyli do wierzchoÃlka
k z prawdopodobieństwem Mj,k). Prawdopodobieństwo, że przejdziemy kolejno



x1, x2, . . . , xn (a potem już dowolnie) jest dokÃladnie takie, jak mówi powyższy wzór
na µ([x1, . . . , xn]).
Zadanie 2.
A) Wykaż, że jeśli dla pewnego k ≥ 1 Mk posiada kolumne ścísle dodatnia̧, to dla
każdych dwóch cylindrów A i B zachodzi µ(A∩T−n(B)) → µ(A)µ(B) (gdzie µ jest
miara̧ zadana przez jedyny wektor p0).
B) Jak z tego wynika ergodyczność miary µ?
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